II1. Chyby méreni
a zpracovani namérenych vysledkua

1. Obecné uvahy

Pii méreni néjaké fyzikalni veliciny muzeme zasadné rozlisit dva pripady:

1.) nékolikrat po sobé méfime veli¢inu, kterd je konstantni ( v prubéhu méfeni se neméni),
2.) méfend velic¢ina sama o sobé fluktuuje.

Piiklady na piipad 1.) najdeme zpravidla v makrosvété (métreni délky tyce, plochy prufezu, hmot-
nosti télesa, doby kmitu fyzického kyvadla (¢asového intervalu), intenzity svétla), priklady na piipad
2.) zpravidla v mikrosvété (pocet aktu radioaktivniho rozpadu, pocet dopadlych fotonu svétla na
detektor pfi dané intenzité svétla, pocet Sestek, ktery padne pfi jistém poctu hodu kostkou, pocet
lidi proslych dveimi do obchodu za uré¢ity ¢asovy interval).

I v pripadé 1.), kdy se velicina neméni, piistroj pracuje stéle stejné (s jistou neurcitosti) a po-
zorovatel pracuje stéle stejné (s jistou nahodilosti odeciténi z piistroje) se jednotlivd méfeni od sebe
lisf. Rikdme, Ze se dopoustime ndhodnijch chyb. Vedle toho se mizeme dopustit hrubsjch chyb (omyl
pri odecteni nebo zapsani tdaje, Spatna ¢i chybna funkce piistroje, nespravné nastavené nékteré
podminky pokusu) nebo systematickyjch chyb (zpozdéni pii spousténi stopek, nespravna stupnice
piistroje, pouzity vztah pro vypocet veli¢iny plati jen ptiblizné).

Hrubych chyb se musime vyvarovat.

Systematické chyby muzeme rozpoznat a opravit. U cviceného pozorovatele je reakéni doba pro
spusténi stopek stala a da se zmérit, kromeé toho je stejnd jako reakéni doba pti zastaveni stopek, takze
interval je zméren presnéji. Nespravnou stupnici pristroje muzeme prekalibrovat pomoci presnéjsiho
pristroje a pofidit k ni korekéni tabulku nebo korekéni kiivku. Chybu vzniklou pouzitim priblizného
vztahu se podrobnéjsim rozborem snazime odhadnout. Muzeme také provést méreni jinou metodou
(tfeba presnéjsi a zpravidla ndrocnéjsi) a soustavnou chybu odhadnout srovnanim vysledku.

Nahodné chyby jsou pfirozenou soucasti méreni, nelze je odstranit.

V piipadé 2.), kdy méfend veli¢ina sama fluktuuje, se snazime takovou veli¢inu odhadnout (stanovit)
s jistou chybou stanoveni. Napi. méfenim radioaktivnich rozpadu za casovy interval se snazime urcit
aktivitu radioaktivniho zarice, mérenim poctu fotonu zaregistrovanych detektorem za casovy inter-
val se snazime urcit prumérny pocet dopadajicich fotonu, opakovanym hézenim kostkou a urcovanim
poctu padlych sestek ku poc¢tu pokusu se snazime urcit pravdépodobnost, s kterou Sestka na kostce
pri vrzich padd, stanovime prumérny pocet lidi, které projdou dveimi do obchodu za urcity casovy
interval.

S mérenim velicin, které samy o sobé fluktuuji, se setkate v laboratornich cvicenich k fyzice II,
zde je nebudeme podrobnéji rozebirat. Pojedname vsak podrobnéji o pripadech, kdy mérena veli¢ina
je konstantni a chyby jsou ndhodné.

Ndhodnou chybou jednoho méreni budeme rozumét rozdil

Aag,=a;—a, 1=1,2--- N | (I1L.1)

kde a; je hodnota veliciny zjisténa pri i-tém meéreni, a je skutecnd hodnota veliciny, N je pocet
méteni. Chyba Aa; muze byt kladnd nebo zaporna.

Relativni chybou se nazyva pomér Aa;/a, vyjadieno v procentech 100 - Aa;/a.

Chybu Aa; resp. relativni chybu Aga;/a nemuzeme piimo urcit, protoze skutetnou hodnotu a
nezname. Muzeme ji vSak obvykle dosti dobfe z naméfenych hodnot odhadnout.

V dalsim vykladu si ukédzeme, jak se tato chyba da zjistit pred mérenim a jak se jeji pravdépodobna
velikost z namérenych vysledku stanovi.

2. Odhad chyby pred mérenim.




U primého meéreni veliciny y muzeme na zakladé znamé presnosti méficich pristroju a mérici
metody odhadnout, jaké chyby Ay se dopustime.
dokumentaci k pristroji. Muzeme napt. uvést, ze pasové méritko ma chybu ptiblizné 1 mm, mikrometr
1072 mm, kontaktni méfitko 107! mm, mechanické stopky 2- 107! s, elektronické stopky s automat-
ickym vypinanim 10~ s a ¢asto i mensi, analytické vahy 1 mg, chyba ruckovych elektrickych pifstroju
je déna jejich tiidou presnosti (viz kapitola II., str. 14), chyba odporu na odporovych dekadéch byvéa
uvedena na Stitku.

Chybu metody Ay, zjistime statistickymi postupy déle popsanymi v ¢lanku 3 této kapitoly.

Celkové chyba Ay urcenf veliciny y se vypocte bud jako soucet chyb Ay, a Ay, (chyby Ay, a
Ay, pokladame za kladné velic¢iny)

Ay = Ay, + Ay, (I11.2)

nebo podle vyrazu

Ay =/(Ay,)? + (Ayn)? . (111.3)

V prvnim piipadé mluvime o maximalni celkové chybé, v druhém o stredni celkové chybe. Rozdily
mezi obéma odhady nejsou podstatné, protoze ¢asto vyrazné pievazuje jeden ze zdroju chyb, bud
Ay, nebo Ay, a i pfi stejnych hodnotach se hodnoty lisf o V/2-nésobek, coz pii pribliznosti odhadi
nebyva podstatné.

U neprimého méreni hledanou veli¢inu ziskdme na zékladé primého mérent jinych velicin (napf.
modul pruznosti v tahu ziskame na zakladé méreni délky a prufezu dratu, hmotnosti zavazi a prod-
louzeni dratu, hustotu sklenénych kulicek na zakladé zjisténi jejich hmotnosti a objemu, gravita¢ni
zrychleni na zakladé zméreni doby kyvu a vzdalenosti btitu u reverzniho kyvadla, odpor rezistoru na
zékladé méteni napéti na ném a proudu jim prochézejicim), kdyz zndme zdvislost hledané veli¢iny
na mérenych velicinach. Hledana velic¢ina y je tedy funkci n mérenych velicin zq, x9 - - - .

y=flx, w2, - ) (I11.4)

Pro odchylku Ay’ (muze byt kladnd i zdporna) plati v linedrnim ptiblizeni vztah (podrobné viz teorie
diferencidlu funkce vice proménnych)

’ Of (w1, za, - xp) Aa:l—i—af(ml’x% e Tp) Ay 4 - +8f(x1,m2, Cee Ty)

Ay E)xl 8x2 8[En

Az, , (IIL5)

kde Az, Axg,--- Az, jsou chyby pfimo méfenych veli¢in (tedy vesmeés kladné veliciny), v kterych
jsou zahrnuty jak chyby uzitych méficich piistroju Ax;p, tak chyby metody Aw;,; vypocet Az; se
provede podle (II1.2) nebo (I11.3). Vyrazy 8% jsou parcialni derivace funkce f podle jednotlivych
proménnych z;, tedy miry toho, jak ostie velicina y na dané veliciné x; zavisi. Pii odhadu chyby

N

vSechny chyby stanoveni primo métenych veli¢in se scitaji;
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Takovy odhad v analogii s (I11.2) oznac¢ujeme jako mazimdlni. Odhad Ay muzeme téz udélat ana-
logicky s (II1.3) podle vzorce

Ay = J (8851) (Az)? + (54) (Azg)? 4+ ( gj ) (Az,)? (11.7)

Tento mirnéjsi odhad, kterym ziskame stredni celkovou chybu , je nékdy zvlasté pri velkych hodnotach
c¢isla n realistictéjsi, je vsak podstatné pracnéjsi.




Jako piiklad odhadneme chybu méfeni tihového zrychleni g reverznim kyvadlem. Z tlohy ¢. 4
(Méfeni tthového zrychleni) vyplyva, ze g stanovime ze vzorce

4%
T2
kde [ je vzdalenost britu reverzniho kyvadla a T je doba kmitu, splnuje-li kyvadlo podminku, ze

kolem obou britu kyva se stejnou dobou kmitu. Aplikaci vzorce (II1.6) dostdavame pro chybu Ag
postupné

g= =g, T) |, (I11.8)
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a pro relativni chybu %;
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Vysledek ukazuje, ze je vhodné mérit ¢as s dvojnasobnou relativni pfesnosti v porovnani s meérenim
délky, a ze zmérfme-li ¢as s 0,5% relativni chybou a délku s 1% relativni chybou, ziskdme vysledek s
2% relativni chybou. I v praktiku je vSak mozné dosdhnout podstatné lepsi presnosti mérent, relativni
chybu vysledku lze snizit na hodnotu 0,1%. Délku [, kterd je asi 1 m, lze méfit i pdsovym méritkem
(Al = 1073 m, relativn{ presnost 0,1%). Chyba v tomto piipadé je déna chybou pristroje Al,, chyba
metody Al, je zanedbatelnd. Doba kmitu T byva rddové sekunda. Pro relativni presnost 0,05% je
potom nutno chybu AT snizit na hodnotu 5 - 10~%s. Tuto piesnost lze pii elektronickém snimani
doby kmitu dosdhnout, pri ruénim méteni si lze pomoci tim, ze se méri vétsi pocet kmitu, ale i pak
dosdhneme nejlépe hodnoty AT /T = 1073, tedy 0,1% a chybu vysledku pak muzeme odhadnout
na hodnotu asi 0,3%. Pfi ruénim métreni doby kmitu je prevazujici v AT chyba metody, proto je
vhodné provadét veétsi pocet méreni jedné doby kmitu. Pii elektronickém sniméani je chyba metody
mensi nez chyba pii nastaveni shodnosti doby kmitu kolem obou os, ktera zde dava hodnotu AT'. Pfi
méfeni s presnosti 0,1% se téz do vysledku za¢nou promitat systematické chyby zpusobené koneénym
rozkmitem kyvadla a tim, ze reverzni kyvadlo v praktiku kyva ve vzduchu a ne ve vakuu, jako je
tomu u reverznich kyvadel uréenych pro védecké uicely (geofyzikalni a geologickd méfeni). S uvdzenim
téchto systematickych chyb se jevi presnost asi 0,2% pro stanoveni g v podminkach praktik jako
mezni.

Na uvedeném pripadé jsme si ukazali, jak muzeme pred méfenim provést odhad chyby. Mame-li
zadany piistroje a ur¢eny metody méfeni, muzeme odhadnout chybu vysledku. Odhad chyby nam
iikd, s jakou presnosti mame méfit jednotlivé veliciny a na kolik mist mame uvadét hodnoty v
mezivypoctech a univerzalni konstanty: v mezivypoctech uvadime o jedno az dvé mista vice, nez
odpovida relativni presnosti méreni — pii méreni s 1% relativni presnosti uvadime tedy ¢tyfi, nejvyse
pét, mist.

Odhad nam umoznnuje TeSit i opacnou tlohu: stanovit, s jakou presnosti musime méfit veliciny
x;, kdyz si zadame, s jakou pfresnosti chceme mérit hodnotu y. Tato tloha neni urcita. Dané hod-
noty Ay muzeme dosdhnout pfi ruznych hodnotdch Az; na pravé strané rovnice (I11.6), resp. (I11.7).
Jak postupujeme pii feSeni tlohy? Nejmensi hodnoty nékterych séitancu jsou dany nasimi méficimi
moznostmi. Vzhledem k témto limitujicim hodnotdm doplnime ostatni s¢itance tak, aby soucet dal
pozadovanou hodnotu. Pfi tom si vSsak musime uvédomit, Ze nema cenu neimérné snizovat hod-
notu jednoho sé¢itance vzhledem k druhému (zvysovat nedmérné presnost métreni jedné velic¢iny vuci
presnosti méfeni veliciny druhé). Zhruba je mozno fici, Ze jednotlivé séitance v (I11.6) se nemaji
lisit vice nez 10x. Neni-li hodnota zadného sc¢itance méticimi moznostmi zdola omezena, volime pfi
dané hodnoté souc¢tu vsechny séitance na pravé strané rovnice (I11.6) resp. (I11.7) stejné velké, a tak



ziskdme podminky pro presnost méteni jednotlivych veli¢in x;. V. probraném ptipadé méteni tthového
zrychleni g z této podminky plyne, ze relativni pfesnost méteni ¢asu 1" musi byt dvojnédsobnd nez
relativni pfesnost méreni délky [.

Uvedeny priklad je zvlastnim pripadem casto se vyskytujici zavislosti, kdy mérena hodnota y je
funkei z; typu

ik
S b L (I11.9)
Ty Xp

kde i, 7, k, [, m jsou pfirozena cisla.
Pak relativni chyba vysledku

A Ax Ax Ax

2Y _ g en =2 =
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Relativni chyby méfenych velicin prispivaji k relativni chybé vysledku imérné mocniné, v které se
ve vyrazu (I11.9) vyskytuji.
Dalsim pro rozbor chyb méfeni dulezitym piipadem zavislosti y = y(z;) je algebraicky soucet

y=r1+T2+ -+, . (I11.10)

Probereme si jej podrobnéji pro piipad dvou méfenych veli¢in x, x5, pficemz budeme predpokladat,
ze obé jsou kladné. Je-li méfena veli¢ina y ddna souctem piimo méfenych veli¢in

y=r1+12 (III.11)
dostavame podle (I11.6)
0 0
Ay = —f Az + —f Axy = Axqy + Axy
8951 833'2

Chyby se scitaji. Pro relativni chybu dostavame

Ay Az Axy Azr;  Axy
= = - <=1+
Y T1 + T2 T1 + T2 T T

(I11.12)

Relativni chyba vysledku méteni daného sou¢tem hodnot piimo méfenych veli¢in je tedy nejvyse
rovna souctu relativnich chyb pfimo métenych veli¢in.

Daleko vétsi opatrnosti je tfeba, kdyz hodnota métené velic¢iny y je dana rozdilem piimo méfenych
veli¢in x1, 2o

Y=z —1r2 . (IT1.13)
Potom 5 5
Ay = —f Az + —f Azry = Axy + Axy
8951 8.1'2

stejné jako v pripadu souctu, ale relativni chyba

Ay Az + Awy - Az n Axs

m B |lC1 - 1'2’ x T2

(I11.14)

muze byt i podstatné veétsi nez soucet relativnich chyb piimo métrenych veli¢in, kdyz je rozdil
mérenych veli¢in maly.

Rozdilova méteni jsou velmi obvykla. V tlohach, které budete v praktiku méftit se casto vysky-
tuji. Budete napi. zjisfovat moment setrvacnosti torzntho kyvadla z rozdilu dob kmitu kyvadla bez
privazku a s piivazkem, hustotu kapalin pyknometrem, tepelnou kapacitu na zakladé rozdilu teplot.
Udélame proto kvantitativni odhad pro chybu méfeni rozdilu 77 — 75 dob kmitu torzniho kyvadla.



Aby byl rozdil T} — T5 urcen s dostatec¢nou presnosti, nestaci jen presné mérit hodnoty 77 a T3, ale
rozdil momentu setrvacnosti musi byt natolik velky, aby hodnota rozdilu |T} — T5| nebyla ptilis mala.
Jsou-li napi. doby kmitu 77 a Ty v okoli 1 s a zméfime-li je s relativni presnosti 1%, dostaneme
ATy = A?:fl Ty =107%s = ATy. Kdyby rozdil dob kmitt T} a T byl 0,1 s, dostali bychom z (II1.13)
pro relativni chybu stanoveni rozdilu

(G-T) AL+AT, 2:102
‘Tl — TQ’ - ’Tl — T2| N 1071 N

Relativni chyba urceni rozdilu je 20%, tedy 20 x vétsi nez relativni chyba métreni casu Ty, Tb.
Nejméné s touto chybou bude uréen moment setrvacnosti. Tuto nedostateénou presnost lze v uve-
deném piikladé dostat na prijatelnou miru zpresnénim méreni 77, T na 0,1% a zvétsenim rozdilu
Ty — T5. Presto ale tento piiklad ukazuje rizika rozdilovych meéteni.

Odhad chyby je vzdy provadén pouze pro ur¢ité okoli hodnot xi, xo, ---x, pfimo méfrenych
veli¢in (parcidlni derivace gg{i jsou totiz obecné funkcemi xy, xs, ---x,). Je tedy pii ném nutno
prihlizet ke konkretnimu usporadani méreni, k hodnotam xq, x», - - - x,, které se v tomto usporadani
vyskytuji. Odhad pro jedno usporadani nelze mechanicky prevzit pro jina uspotadani. Prirozené
se vyskytne i otazka, v jakém usporadani — pro jaké zvolené hodnoty z1, xs, - - -z, — bude méfeni
nejpresnéjsi. Obecné feseni otazky se malokdy déla tplnym matematickym rozborem jako hledani
minima funkce vice proménnych, nejen pro jistou obtiznost, ale téz pro nutnost zahrnout do vypoctu
i dalsi podminky, jakymi jsou napf. rizna presnost méticich pristroju v ruznych oborech proménnych
L1, T, =+ Tp.

Pro objasnéni problematiky probereme nyni jeden relativné
snadno tesitelny ptiklad hledédni optimalnich podminek méteni.

Najdeme, pro jaké pomeéry odporu méri Wheatstoneuv most nejpresnéji.
Pro vypocet si predstavime elementarni usporadani Wheatsto-

neova mostu, kde odpory R;, Ry se vydéluji pojizdénim jezdce A
po odporovém draté (viz obr. I11.1).
Méreny odpor R, stanovime z rovnice R X RO
Ry R
R, = —" (I11.15)
Ry

(Viz tloha ¢. 11 — Méfeni odpori Wheastoneovym mostem.)
V rovnici (IT1.15) jsou Ry, Re odpory tseku dratu v pripadé, kdy R1 I|
se nam podaii posunem jezdce vynulovat proud v ampérmetru I‘
A. Pro chybu méfeni AR, dostavame z (I11.6)

OR, OR, IR,
OR, OR, OR;

R,

Obr. III.1. Wheatstoneuv most

AR, = | AR,

AR+

ARy +]

Vypoctem absolutnich hodnot parcialnich derivaci dostaneme

R R Ry R
— ARy + 2 AR, + Y

AR, =
R R R

ARy

Vzhledem k usporadani pokusu je vsak AR; = —AR,, a tedy

Ry Ry Ry
_ AR-+(1—)AR
Ry " R Ry) =
V pripadé, ze Ry = R,, prispévek k chybé z druhého séitance odpada a chyba AR, bude nejmensi.
Je-li Ry = Rs, musi vsak podle (II1.15) platit i Ry = R,. Nejptesnéji lze na mustku mérit, kdyz
vztazny odpor Ry je roven odporu R,. Optimalni podminky méfeni na Wheatstoneové mosté jsou

AR,



takové, ze vztazny odpor Ry méa hodnoty blizké k méfenému odporu R,. Tutu podminku dodrzime
tim, ze v piipadé fadového rozdilu mezi R, a Ry nahradime odpor R, odporem Rj tak, aby byla
dosazena fadova shoda mezi odpory R, a R|. Zpravidla tato iprava Wheastoneova mostu je mozna.

Zavérem si jesté vSimneme zvlastniho pripadu, kdy relativni chyba méreni veli¢iny y je stejnd v
celém oboru mérené veliciny x. Tento ptipad nastava, kdyz zavislost je exponencialni;

y = ek:}:
Potom q
Ay = YAz = keb® Az
dzx
: A
2 _ k Az
Y

Relativni chyba y je imérna absolutni chybé z. To je specificka vlastnost exponencidlni funkce, zvané
téz zakon prirozeného rustu, ktera plyne z toho, Ze u exponencialni funkce prirtustek funkce je tmeérny
jejl hodnoteé.

3. Stanoveni chyby méreni jedné fyzikalni veli¢iny.

Pti méreni ve fyzikdlnim praktiku jste nejcastéji postaveni pred tikol zméfit hodnotu fyzikalni
veli¢iny, jejiz hodnota je znamd (napt. urcit tihové zrychleni g, ur¢it hustotu lihu), nebo stanovit
zavislost jedné fyzikalni veli¢iny na druhé (napf. stanoveni zavislosti elektrického odporu néjaké
latky na teploté). Na rozdil od méteni v bézném zivoté, kdyz napft. pro vypocet ndjemného urcujete
plochu bytu, je na vas pozadovano, abyste kromé stanoveni hodnoty fyzikalni veli¢iny nebo stanoveni
zavislosti jedné fyzikalni veli¢iny na druhé urcili i miru toho, jak se lze na vami stanovenou hodnotu spolehnout.
Tuto miru, kterou z provedenych meéreni lze jen odhadnout — proto ji uvddime vzdy jen na jednu plat-
nou é&islici ! — oznacujeme jako chybu méreni. Méfeni je pripraveno tak, aby systematické chyby byly
potlaceny pod miru presnosti méieni nebo je udéan postup, jak je snizit pod tuto miru pocetni korekei.
Vase méreni by mélo byt zatizeno jen nahodnymi chybami. O tom, zda je to pravda, se presvédcite
po zpracovani méfeni. Zndmy vysledek (napt. hodnota tihového zrychleni ¢ = 9,81 m - s72) by se
meél shodovat s vami naméfenou hodnotou v mezich pozorovacich chyb , coz znamena, ze by rozdil
obou hodnot mél byt mensi, nez je chyba méreni. Je-li tomu tak, mérili jste dobte. Neni-li tomu tak,
musite hledat, co bylo udélano spatné.

Pro ukézani, jak lze statistickymi metodami zpracovat vysledek méteni, je nejjednodussi piipad,
kdy métfime hodnotu néjaké veliciny piistrojem, jehoz presnost je vétsi, nez je presnost pouzité
metody. Budeme-li napt. mérit délku 10 m méritkem, které méa déleni po 1 m, nameérime vzdy
stejnou hodnotu 10 m. Budeme-li tutéz délku meérit nékolikrat pasovym meétritkem s délenim po 1
mm, budou vysledky méfeni vlivem celé fady vnéjsich pticin (ruzné napnuté meéritko, ruzné nas-
taveni znacek k méfené délce, zmény teploty) od sebe lisit. Dostaneme tak sérii hodnot namérené
délky a, jejichz statistickym zpracovanim metodami teorie chyb (viz napi. [1], [2], [3])stanovime
nejpravdépodobnéjsi hodnotu mérené délky a chybu méfeni.

P1i vypoctech v teorii chyb se uziva predstavy ndhodnych chyb, tj. chyb, jejichz vysledna hod-
nota vznikne spojenim velkého mnozstvi nezavislych odchylek od skuteéné hodnoty mérené veliciny,
pricemz elementarni odchylky jsou se stejnou pravdépodobnosti kladné nebo zaporné. Tato predstava
vede pii koneéném poctu stejné velkych odchylek k binomickému zdkonu rozdéleni chyb a v limité
pri nekoneéném poctu nekoneéné malych odchylek k normdlnimu neboli Gaussovu rozdélent.

Pii standardnim zpracovani vysledku méreni se predpoklada, ze rozdéleni chyb méfeni je dano
normdlnim rozdélenim

dP 1 G
4 Sl (IIL.16)

P(ZU)—E—U 5~

1Vyjimku tvoii zdkladni velmi peclivé méieni, kdy se chyby udévaji na dvé mista; takovd méfeni se viak v praktiku neprovadéji.



V rovnici (II1.16) je p(x) hustota pravdépodobnosti, tj. pravdépodobnost P toho, ze méfend hodnota
bude v jednotkovém okoli z, e je zdklad prirozenych logaritmu, a skuteénd hodnota mérené veli¢iny
a o konstanta urcujici sfiku rozdéleni. Sitka rozdéleni je mirou toho, jak chyby ovliviiuji méfeni; z
hodnoty o, ktera se nazyva smeérodatnd odchylka, 1ze jednoduchym nasobenim ruznymi konstantami
urcit vsechny dalsi miry presnosti méteni, jakymi jsou napt. pravdépodobnd a mezni chyba.

Zakon normélniho rozdéleni zavisi na dvou konstantach a a o. Urceni téchto dvou konstant z
nameérenych hodnot ay, as, - -+, ay je nasim tkolem, tedy tikolem stanovit nejpravdépodobné;jsi hod-
notu meétrené veliciny a odhadnout, jaka je chyba tohoto stanoveni.

p(x)
0.2}

10 20 30 40 50

Obr.I11.2. Normalni rozdéleni

Na obr. II1.2 jsou zakresleny kfivky normalniho rozdéleni pro ruzné o. Naméfené hodnoty ptiblizné
urcuji podobu hledané kiivky normalniho rozdéleni, a to tim lépe ¢im vice jich je. Z teorie chyb
plyne, ze nejpravdépodobnéjsi hodnota mérené veliciny a je aritmeticky prumeér souboru namérenych

hodnot, tedy velicina

a:“ﬁaﬁ'“;ai*'”*‘m : (IIL.17)

Nejpravdépodobnéjsi hodnotu smérodatné odchylky o z namérenych hodnot a; a z pravé zjisténé
hodnoty @ pak ur¢ime podle vzorce

1 )2
s = \J N_1 Z(ai —a)3? - (II1.18)

Velicina s je ziskana z kone¢ného poctu namétrenych hodnot, a tedy se jen blizi skutecné hodnoté
smérodatné odchylky o, podobné jako aritmeticky prumeér @ se jen blizi skute¢né hodnoteé a.
Zmalost rozdéleni, kterému podléhda métena velicina, ndm umoznuje pravdépodobnostné inter-
pretovat vyznam smérodatné odchylky. Zname-li totiz hustotu pravdépodobnosti p(x) (viz rovnice
(II1.16)), muzeme urcit pravdépodobnost P(x;, x2) toho, ze métend veli¢ina lezi v intervalu (xy, x2)

podle vzorce
T2

2
1 z—a)?
Pz, x) = /p(:c)d:v :/ S dr - (I11.19)

oN2T

x1

Zvolime-li za interval pas Siroky 20 symetricky rozlozeny kolem skutecné hodnoty a , tedy interval
(a — o, a + o), zjistime, ze P(a — 0, a + o) = 0,683. S pravdépodobnosti 68,3% padne namérend
hodnota veli¢iny a; do tohoto pasu. Opacné, hledame-li pas, pro ktery je stejna pravdépodobnost, ze
namétend hodnota do tohoto pasu padne, jako ze do ného nepadne, tj. pés, pro ktery P = 0, 5, vychézi
polositka pasu 0,675 0, tedy interval (a — 0,6750, a + 0,6750). Hodnota 0,6750 = (2/3)c je dalsi
¢asto uzivanou mirou presnosti méreni, ktera se oznacuje jako pravdépodobnd chyba . Hledame-li pés,



do kterého métena velicina témér jisté padne, zjistime, ze vyhovuje pas o polositce 30. Do intervalu
(a — 30, a + 30) padne namérena veli¢ina s pravdépodobnosti 0,997. Hodnota 30 se nazyva mezni
chyba . Na obr. II1.3 jsou na grafu normdiniho rozdéleni vyznaceny pasy odpovidajici jednotlivym
intervalum (a — ko, a+ ko) pro k = 0,675; 2; 3 spolu s piislusnymi hodnotami pravdépodobnosti P.
Tyto intervaly se nazyvaji intervaly spolehlivosti.

p (x)

0.08F
/\ 0=5, a=25
0.06
0.5
0.04
0.02 %
0.997
10 20 30 40 5‘0 x

Obr.II1.3. Normalni rozdéleni s vyznacenymi intervaly spolehlivosti

Vyznam smérodatné odchylky je vysvétlen a zavedeni pravdépodobné a mezni chyby je provedeno
pro skutecnou hodnotu a a smérodatnou odchylku o. Uvahy vSak zustavaji v dobrém priblizeni v
platnosti, i kdyz nahradime a a ¢ z rozboru pokusu ziskanymi hodnotami @ a s. Jelikoz vSechny
zminéné velic¢iny slouzi k odhadu chyby, je priblizeni naprosto dostatecné jiz pri relativné malém
poctu méreni N. Lepsi nez fadovy odhad chyby (i ten ¢asto pro hrubou orientaci stac¢i) lze provést
pii N = 3 a pro rozumny odhad na jednu platnou ¢islici zpravidla staci N > 5, i kdyz pro maly
pocet méfeni neplati normdlni rozdéleni (viz Studentovo rozdéleni napf. ve skriptech [3]).

Nyni méme jiz vSe pripraveno pro statistické zpracovani vysledku méreni jedné fyzikalni veli¢iny,
kdyz predpoklddame, Ze méteni je zatizeno pouze nahodnymi chybami a nepiesnosti zanesené do
méfeni méricimi piistroji (méridly) 1ze zanedbat. Vysledkem méfeni je soubor hodnot a;. Z tohoto
souboru vypocteme dle (IT1.17) aritmeticky prumér, tedy hodnotu @. Vysledek zaokrouhlime tak,
aby obsahoval o jednu ¢islici vice nez hodnoty a;. Vypocteme rozdily (a; — @) a hodnoty dosadime do
vzorce pro vypocet smerodatné odchylky . Protoze nam jde o urcéeni presnosti, s jakou jsme stanovili
hodnotu aritmetického pruméru @, ktery pokladame za vysledek naseho méreni, neuzivame vzorec
(II1.18), ale uzijeme vzorec

1 ol .
s = \J NON-D > (a; —a) (I11.20)

i=1
pro stanoveni smérodatné odchylky aritmetického pruméru. (Rovnici (I11.18) zavedend hodnota s se
presnéji oznacuje jako smeérodatnd odchylka jednoho méreni). Vysledek méreni pak muzeme zapsat v
nékterém z tvaru

a=ats; |, (I11.21)

_ 2 _
a:aigsazail‘} , (I11.22)
a=a=£3sz . (I11.23)

V rovnici (II1.21) je za miru ptesnosti méreni uzita smérodatnd odchylka, ktera se podle zpusobu
svého odvozeni z mérenych hodnot oznacuje téz stredni kvadratickd chyba aritmetického primeéru.



V rovnici (II1.22) je za miru presnosti uzita pravdépodobnd chyba 9 a v rovnici (I11.23) mezni chyba
3 Sg.

Dale budeme uzivat jako miru presnosti stanoveni vysledku métreni zatizeného pouze nahodnymi
chybami stredni kvadratickou chybu aritmetického prumeéru (I111.10) sz. Vysledek tedy budeme za-
pisovat ve tvaru (I11.21).

Jiz na zékladé odhadu chyby pred méfenim muzeme zhruba urcit, na kolik mist budeme udavat
¢isla, s kterymi provadime vypocty pii zpracovani vysledku méfeni. Zde je vhodné o jedno az dveé
mista zvysit pocet ¢islic nad odhadnutou hodnotu. Jakmile vypocteme stredni kvadratickou chybu ar-
itmetického primeéru sz, definitivné urcime, na kolik mist zapiSeme vysledek. Zapis vysledku koncime
tim mistem, kterym zac¢ind vypoctena chyba. Vypoétenou chybu uddvame pouze na jedno misto (srov.
pozndmku pod ¢arou na str.35). Piiklad pravé vylozeného postupu zpracovani vysledku je naznacen
v tabulce 1.

a=0,994m a=0,994m
10 10
> (a; —@)* =381-10"*m” > (a;—a)" =0,226m
i=1 i=1
[381- 104 0,226 _
Sq = 0.9 — 07021m Sa 12 0,0188m
a; a; —a (ai — 6)2
1,11 +0,016 135102
0,99 —0, 004 0,2-1074
0,91 —0,084 71-104
1,03 +0,036 13-107*
1,00 +0,006 0,4-10~*
1,00 -+0, 006 0,4-1074
0.96 —0,034 121074
1,05 +0,056 31-104
1,00 +0,006 0,4-107*
0,89 —0,104 118-10~*

Tabulka 1: Naméfené hodnoty délky a [m)].

Tam jsme vypocetli, ze aritmeticky priumér namérenych vysledku je @ = 0,994 m a jeho stredni
kvadratickd chyba sz = 0,021 m. Vysledek v tabulce zpracovaného méreni tedy zapiseme v tvaru

a= (0,99 +0,02)m

nebo
a=(994+2)-10%m
Pfi ru¢nim zpracovani vysledku méreni je velmi vhodny, a pii uvazeni jiz nékolikrat zminéné pribliznosti
vypoctu chyby dostatecné presny, piiblizny vzorec pro vypocet stredni kvadratické chyby aritmet-
ického prumeéru
5z = o >ici(a; —a)t
2 NN-1

uvedeny v knize [2] na str. 80. V tomto vzorci se s¢itd pouze pres kladné linedrni odchylky (a; — @)™
od aritmetického prumeéru a soucet se nakonec nasobi jednoduchym ¢iselnym faktorem, ktery napt.
pii N = 5 ¢ini 1/12. Postup dle vzorce (I11.24) byl také pouzit pii zpracovani méteni z tabulky 1.
Pti tomto zpracovani dostaneme pro sz hodnotu 0,0188 m, ktera po zaokrouhleni da stejny vysledek
sz = 0,02m jako pfi vypoctu podle vzorce (II1.20).

(111.24)



Doposud jsme v ¢l. 3 predpokladali, ze neznamou veli¢inu méfime jednim pristrojem, ktery ji
piimo zméri. Piikladem bylo méteni délky pasovym métitkem. Takové méfeni oznacujeme jako mérent
primé. Dale jsme predpokladali, ze méreni je zatizeno pouze ndhodnymi chybami a ze nepfesnost
zanesenou do méfeni méticim piistrojem — méridlem — lze zanedbat. Ziskali jsme tak chybu méfeni,
kterou dale budeme oznacovat jako nahodnou chybu méreni. Mame-li urcit celkovou chybu piimého
méreni, musime k pravé stanovené ndhodné chybe pridat vliv chyby méridla. Ucinime tak obdobné
jako v pripadé stanoveni chyby pied méfenim (rovnice (I11.2) a (II1.3)). Ke stredni kvadratické chybé
aritmetického primeéru sz bud pifmo pricteme chybu méfidla Ay, a pro celkovou chybu méfené
veliciny tak dostaneme analogicky k (I11.2)

ug = s + Ay, (I11.25)

mazximalni celkovou chybu mnebo pro vypocet celkové chyby uzijeme vzorec analogicky (I11.3)

tg = \/(50)* + (Ay,)? (I11.26)

a dostaneme stredni celkovou chybu. Vzorec (I11.26) je vhodné uzit pii srovnatelnych hodnotach
velicin sz a Ay, jinak postaci jednodussi vzorec (I11.25). V piikladé z tabulky 1 pficteni vlivu chyby
pasového meéritka Ay, = 0,001 m je zanedbatelné a nahodilost tam métfenych délek plyne z jinych
pricin, nez je nepresnost meéridla. Kdyby vSak ndhodna chyba méreni délky byla 0,002 m, pak by
chyba pasového méfitka byla srovnatelnd s chybou métidla a pii uziti vzorce (I11.25) by celkovéa
chyba dala 0,003 m a pii uziti vzorce (I11.26) bychom dostali realistictéjsi hodnotu 0,002 m.

Shrneme postup pii zpracovani piimého méfeni veli¢iny a.

Postup 1.

1. Mérenim ziskame soubor hodnot aq, as, - -+ , a;.

2. Vylouc¢ime ojedinélé hodnoty, které se od ostatnich vyrazné lisi a o nichz lze predpokladat, ze
jsou zatizeny hrubymi chybami.

3. Ze zbylych N hodnot ay, as, -+ ,ay vypocteme aritmeticky prameér (I11.17)

aL+a+---+a;+---+ayn
N

a =

a stredni kvadratickou chybu aritmetického pruméru ((111.20) resp. (I111.24))

1 al .
S“:\JN(N—l) 2 (@ =@ -

=1
4. Neni-li chyba méfidla Ay, zanedbatelnd vuci sz, vypocteme celkovou chybu méreni dle (I11.25)
ug = sz + Ay,
pripadné pii blizkych hodnotach obou chyb dle (I11.26),
g = /(52)? + (Ay,)?

5. Vysledek méteni veliciny a zapiSeme ve tvaru

a=axug ,
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pii ¢emz chybu udame na jedno platné misto a fad chyby ndm udéa posledni platné misto, které
pro a vypisujeme, tedy napft.
a = (0,996 £ 0,003) m

nebo téz
a=(996+3)-10%m

K provedeni praveé popsaného postupu lze uzit elektronicky kalkulator, ktery mé zabudovany stati-
sticky mod. V tomto médu vlozime do kalkuldtoru hodnoty aq, as, ---, ay, tj. namérené hodnoty
po vylouceni hodnot zatizenych hrubymi chybami. Programy kalkulatoru pak pouhym stisknutim
prislusnych tlac¢itek nam udaji aritmeticky priumeér vlozenych hodnot a stredni kvadratickou chybu
jednoho méreni (I11.18). Je mozné zjistit i dalsi statistické charakteristiky souboru ay, as, - - -, ay.
Mezi standardné dostupnymi charakteristikami souboru nebyva stredni kvadratickd chyba aritmet-
ického pruméru (111.20); tu je nutno ziskat z (I11.18), které na kalkulatorech byva oznacovano jako
standard deviation o,_1, nasobenim faktorem 1/\/N

Pristoupime ke stanoveni chyby neprimgch meéreni. Jako nepifima oznacujeme takova méfent,
kdy mérend veli¢ina a zavisi na vice mérenych velicinach z;. Ptikladem muze byt stanoveni modulu
pruznosti v tahu (Youngova modulu) E 7 prodlouzeni Al pii daném zatizeni F (viz tul. ¢. 2). Z
Hookova zakona plyne pro F vyjadieni

_ FI

 SAL
kde F je sila pusobici na drat, [ je puvodni délka dratu, S plocha prurezu dratu. Tyto veli¢iny spolu
s prodlouzenim dratu Al jsou piimo méfenymi veli¢inami a E je zavisla, nepiimo métena velicina.
Obecné pii neprimich mérenich je mérena velicina a funkci primo mérengch velicin x;;

a= f(xy, xa, -+, Ty) (I11.28)

(I11.27)

a jeji celkova chyba ugz souvisi s celkovou chybou primych méfeni u,, vztahem analogickym rovnici

(I1L.7)
Ug = \l (52{)2 (uz, )2 + (552)2 (uzy)? + -+ + (5951)2 (uz,)* (II1.29)

Celkové chyby pfimo métenych velicin uz, stanovime z ndhodnych chyb méfeni téchto veli¢in a z chyb
k pfimym métrenim pouzitych piistroju (viz rovnice (II1.25) resp. (I11.26) a bod 4. Postupu I). Miry
zévislosti df/0x; méfené veliciny na jednotlivych piimo méfenych velicindch lze spocitat, protoze
funkce (I11.28) pii nepiimych méfenich je uddna. Do obecného vysledku lze pak dosadit hodnoty
zméfenych veli¢in x;. Rovnice (II1.7) a pribuznd rovnice (II1.6) byly pro ruzné typy funkci f blize
rozebrany v ¢lanku 2. Zavéry tam ucinéné pro odhad chyby pred méfenim lze vétsinou prevést i na
praveé probirany odhad chyby nepiimych méteni. Napt. celkova relativni chyba vysledku rozdilového
meéreni muze byt podstatné vyssi, nez jsou relativni celkové chyby pfimo métenych velic¢in, jejichz
rozdil se stanovuje.

Odhad celkové chyby veliciny a ziskané jako vysledek neptimého méreni lze provést piimo dle
vzorce (I11.29). Jednd se vsak o velmi pracny vypocet, pii jehoz provedeni je vysokd pravdépodobnost
vzniku i fadové chyby. Zpravidla je vSsak mozné vypocet podstatné zjednodusit, casto dokonce pievést
jen na zjisténi prispévku jedné nejhure meéritelné veliciny k celkové chybé vysledku. Tento prispévek
byva tak dominantni, Ze jej lze s celkovou chybou vysledku ztotoznit, uvazime-li pribliznost odhadu
chyby. Prvnim zjednodusenim je nahrada vzorce (I11.29) vzorcem analogickym (IIL.6)

_|9f of of
- 8:151 (91'2 axn

Ug Uz, + Uz, - (III?)O)
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Odhad ug dle (II1.30) je vyssi nez dle (II1.29). Rozdil je nejvétsi, kdyz prispévky k chybeé od jed-
notlivych veli¢in jsou stejné. Pro n velicin je pak odhad dle (IT1.30) (n/y/n) - nasobkem odhadu
dle (I11.29), tedy napf. pro stejné piispévky od ¢tyt velicin je dvojnasobkem. Vétsi pocet stejnych
prispévku pti nepiimych métenich se vyskytne malokdy, a proto vétsinou lze pti odhadu chyby nahra-
dit vzorec (I11.29) jednodussim vzorcem (II1.30). I kdyz tento odhad bude v nepfiznivych piipadech
az o nékolik desitek procent vyssi, bude dostacujici, protoze pii odhadu chyby jde predevsim o
jeji tadovou velikost. Na vyse zminéném piikladu urceni modulu pruznosti v tahu E z protazeni
dratu v usporadani odpovidajicimu tloze ¢. 2 téchto skript ukdazeme, jak se postupuje pii zpracovani
nepiimych méfeni.

Modul pruznosti F je dan vzorcem (II1.27). Ten jesté upravime na tvar funkce (I11.28) tim, ze
plochu prifezu dratu S vyjadiime pomoci ptimo méfeného priméru dratu d; S = 7 d?/4. Dostaneme

4F1

= I11.31
Td2 Al (TI1.31)

coz je pro tento piipad konkrétni tvar funkce (II1.28)
E= E(F, l, d, Al) = f(l’l, T2, T3, l‘4) . (11132)

Ukazeme postup pfi stanoveni modulu E a jeho chyby, jestlize jsme dostali nasledujici vysledky
piimych méfeni velicin vyskytujicich se ve vztahu (I11.31).

Sila F' byla ddana hodnotou pouzitych zavazi. Ta byla realizovana sadou valecku s hacky a jejich
hmotnost 100 g je dodrzena s chybou Ay, ,,, = 0,5g. Méfeni bylo zpracovano metodou postupnych
méteni (viz napt. [1], str. 52-55) a tak byla ziskdna sada hodnot prodlouzeni Al odpovidajici zatizeni
péti valecky, tj. zatizeni silou F' = 5N s chybou, kterd v tomto pripadé je ddna jen chybou zavazi
(pifstroje) Aypr = 1/5(AYpmg)? = V5-106N = 2. 1072 N. Pro sflu F tak piimym méfenim

dostavame vyjadieni
F = (5,000 & 0,002) N, tedy celkova chyba uréeni F, uz=2-10">N . (I11.33)
Délka dratu byla zmérena pasovym meéritkem a vysledek méfeni bylo mozno zapsat ve tvaru
[ = (1,0823 £ 0,0007) m, tedy celkové chyba uréen{ [, u; =7-10"*m . (I11.34)

K hodnoté této chyby se dospélo sectenim chyby piistroje (pasové méritko)
A, =5-10"*m a stfedn{ kvadratické chyby méren{ s; = 2-10~*m.

Prameér dratu byl stanoven mikrometrickym sroubem, pricemz stredni kvadratickd chyba métfeni
s7=3-10"%m a chyba piistroje Ay, 4 = 5-107%m dévaji dle (II1.26) po zaokrouhlen{ celkovou chybu
uz = 6-107%m. Zde je na misté presnéjsi odhad dle (II1.26), protoze pravé tato hodnota se ukaze
jako rozhodujici pro presnost celého méreni modulu FE. Vysledek méfeni pruméru dratu bylo mozno
zapsat v tvaru

d= (212 £6) - 10"°m, tedy celkovd chyba uréenf d, u;=6-10"%m . (I11.35)

Prodlouzeni dratu bylo stanoveno indikatorovymi hodinkamu (dichylkomérem) a vysledek bylo
mozno zapsat ve tvaru

Al = (792 £7) - 10 °m, tedy celkovd chyba uréenf Al, ux;=7-10"m . (I11.36)

Tato celkova chyba se vypocetla ze zjisténych hodnot stredni kvadratické chyby
sx7 = 5-107%m a chyby pifstroje (indikdtorovych hodinek) Ay, o, = 5-107% m uzitim vzorce (I11.26),
ktery zde byl pouzit misto pouhého sec¢teni chyb, protoze chyby jsou stejné velké.

Abychom mohli pouzit vzorec (II11.29) pro stanoveni celkové chyby méfeni modulu £, musime jesté
stanovit hodnoty parcidlnich derivaci funkce (I11.29) pro zjisténé hodnoty F', [, d, Al. Dostaneme

af 9B 4l df 9B -8Fl

_ 9B 2 39,1002 _ B _Tort
or,  OF ad2Al M 0rs T 0d  ad A

~1,8-10"Pa-m™'  (IIL1.37)
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Hodnoty z rovnic (I11.33) az (I11.37) dosadime do rovnice (II1.29), abychom dostali celkovou chybu
stanoveni modulu F;

g = J (gi) () + (%’f) () + (aaf) () + ((@) mP= (L3

= 1/(3,9.1010.2.10-3)2 + (1,8.101.7.10-4)2 + (1,8.1015.6.10-5)2 + (2,4.1014.7.106)2 Pa =

— /(0,006 + 0,016 + 116,6 + 2,8) - 10'8 Pa = 10,9 - 10° Pa
Z hodnot uvedenych v (I11.33) az (II1.36) vypocteme dle (I11.31) hodnotu modulu;

AFL 4-5-1,082
Td?Al 3,142 (212-1076)2. 792 . 106

E = =1,935-10" Pa . (I11.39)

Tutu hodnotu s uvdzenim vypoctené velikosti jeji celkové chyby (I11.38) zapiseme jako konecny
vysledek ulohy v tvaru
E=(1,940,1)-10"Pa . (I11.40)

Pro zvyraznéni je vhodné jej podtrhnout.

Pohled na vypocet pomérné zna¢né chyby méteni, ktera ¢ini platnymi jen dvé ¢islice ve vyjadieni
modulu E, ukazuje (viz (I11.38)), Ze naprosto dominantni roli pro presnost méfeni hraje urceni
prumeéru dratu, tj. tfeti ¢len pod odmocninou. Kdybychom do celkového vysledku zapocetli jen tento
¢len, bude chyba ddna jeho neumocnénou hodnotou, uz = 1,8-10%-6-107% Pa = 10, 8- 10° Pa, kterd
se 1is1 od hodnoty vypoctené dle (II1.38) o 1%, coz je pro urceni chyby zcela bezvyznamné. Kdyz si
tuto skutecnost véas uvédomime, muzeme cely vyse uvedeny pracny vypocet nahradit jen vypoctem
piispévku |0E/0d| uz od méfeni prumeéru d k celkové chybé méteni E. Systematicky k tomuto zavéru
muzeme dojit, nahradime-li odhad chyby dle vzorce (II1.29) odhadem dle (II1.30) a uvédomime-li
si, ze vzorec pro vypocet E je typu (II11.9) a ze tedy pro relativni celkovou chybu E muzeme psat
vyjadreni

Ug | Y Ug | YAT —4 —4 -2 -3 -2
T - + ] +2 ¥ + Al =4-100"+7-100"45,7-107*+8,8-10°=6,7-10 . (111.41)
Tento odhad je ponékud vyssi a téz vliv posledniho ¢lenu se zdd vyzmnéjsi nez pii odhadu dle (I11.29),
jak odpovidd vztahu mezi obéma odhady. Zde vypoctend relativni chyba 6,7% déava absolutni chybu
(viz (IT1.39)) ugz = 13,0 - 10° Pa, tedy hodnotu o 2,1 - 10° Pa vyssi nez pti vypoctu v (I11.38), ale
ani tento rozdil neovlivni standardni psani zépisu vysledku (I11.40). Ptitom stanoveni celkové chyby
vysledku postupem dle (I11.41) je podstatné méné pracné nez jeji stanoveni dle (I11.29).

Y

Shrneme nyni postup pii zpracovani neprimého meéreni veli¢iny a, tj. méreni, kdy veli¢ina a je
znamou funkel a = f(x1, z9, - -+, z,) n piimo méfenych velicin 1, za, - - - , Tp,.

Postup 11

1. Zjistime hodnoty a celkové chyby pfimo méfenych velicin dle Postupu 1. Ziskdme tak jejich
vyjadreni ve tvaru

proi=1, 2, ---n, tj. pro vSechny primo métené veliciny.
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2. Zjisténé nejpravdépodobnéjsi hodnoty (aritmetické prumeéry primo namétrenych hodnot) veli¢in
T; dosadime do zndmé funkce f(xy, z3, -+ ,x,) a vypoCteme nejpravdépodobnéjsi hodnotu
nepiimo meéfené veli¢iny a jako

a:f(TbTQa 7Tn)

3. Urcime celkovou chybu stanoveni veli¢iny a dle vzorce (I11.29)

Ug = J <§£>2 (uz, )2 + (%)2 (uzy)? 4 + (5;;)2 (uz,)?

v piipadé, kdy vice vyrazu (0f/0z;) uz, ma blizké hodnoty (za blizké hodnoty lze povazovat hod-
noty, které se lis{ méné nez o 100%). V ostatnich ptipadech lze bud uzit pro vypocet jednodussi
vzorec (I11.30)

_|of of
N 81'1 81'”
nebo, kdyz jeden z vyrazu |0f/0x;| uz, vyrazné prevysuje ostatni, lze jeho hodnotu jiz pfimo
poklddat za dostatecné dobie stanovenou celkovou chybu vysledku ug. (Za vyrazné prevySovani
1ze rozhodné pokladat tddové prevysovani, casto ale staci prevyseni o nékolik set procent.)

of
Uz, + ‘81’2

Kdyz funkce f mé ¢asto vyskytujici se tvar (I11.9), lze upravit vzorec (II1.30)na pro vypocet
vyhodny tvar: relativni chyba urceni meérené veliciny se rovnd linedrni kombinaci relativnich
chyb mérenych velicin (srovn. (I111.41)).

4. Vysledek méteni veliciny a zapiSeme ve tvaru
a=axug ,

pricemz chybu udame na jedno platné misto a fad chyby nam uda posledni platné misto, které
pro @ vypisujeme.

P1i méteni ve fyzikdlnim praktiku, kde se zpravidla méii velic¢iny, jejichz spravna hodnota je znama,
zbyva jesté porovnani vysledku méteni ziskaného Postupem I nebo IT se spravnou hodnotou veli¢iny,
kterou je mozné najit ve fyzikalnich tabulkach. Je-li tabelovana hodnota v intervalu (@ £ ug), je vse
v poradku a v zavéru zpravy o méreni lze konstatovat, ze vysledek nasich méteni se s tabulkovou
hodnotou shoduje v mezich pozorovacich chyb. V opa¢ném pripadé je tfeba hledat pticinu neshody.
Byvé zpusobena bud hrubou nebo systematickou chybou méfeni. Je-li piicina takové chyby znamaé,
je vhodné ji v zavéru zpravy o métreni uvést. Velmi casto vSak nevime, pro¢ k neshodé doslo. Potom
je vzdy lépe priznat, ze duvod neshody je neznamy a ze méfeni nedopadlo dobte, nez si vymyslet
duvody typu Spatnych micku a nevhodného vétru, kterymi vysvétluji radi své neuspéchy hraci tenisu.

4. Stanoveni funkci vystihujicich zavislosti fyzikalnich veli¢in

Pristoupime nyni k rozboru druhé c¢asto se vyskytujici mérné ulohy, kterou je stanoveni zavislosti
jedné fyzikalni veli¢iny na druhé. Takovy charakter ma napt. tloha ¢. 9 (Zavislost odporu termistoru
na teploté) a uloha ¢. 12 (Méfeni voltampérové charakteristiky polovodicové diody). V souladu s
obsahem kapitoly III. si budeme vSimat toho, jak z naméienych hodnot najdeme pravdépodobny
prubéh zavislosti a jak stanovime miru vérohodnosti nalezené zavislosti.

Meéirenim zjistime N dvojic hodnot nezavisle proménné x a zavisle proménné y;

T, Y15 T2, Y25 0 5 TNSYN (I11.42)
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Nezavisle proménnou veli¢inou je ta, kterou pii méfeni nastavujeme — ve shora uvedenych ptikladech
teplota, resp. elektrické napéti — a zavisle proménnou veli¢inou ta, jejiz hodnotu pii daném nastaveni
hleddme — odpor, resp. elektricky proud. Z dvojic (I11.42) se snazime najit prubéh funkéni zavislosti

Y= f@) . (I11.43)

Takova 1loha je nejednoznacnéd, protoze z koneéného poctu N dvojic x;, y; se snazime urcit spojitou
funkci y = f(x). Pii pfesném vysloveni nebo i jen tuseni dalsich podminek se vsak stane fesitelnou.
Presné vysloveni se tyka pripadu, kdy predpokladame tvar funkcéni zavislosti, napt. ze zavislost je
linedrni, exponencialni, dand polynomem druhého stupné. Funkéni zévislost y = f(z) pak zavisi
na nékolika méalo parametrech, zpravidla na podstatné méné, nez je pocet zmérenych dvojic N, a
uloha ji stanovit se stava statistickou tlohou, kde hledame nejpravdépodobnéjsi hodnoty parametru a
urcujeme pravdépodobné chyby jejich stanoveni, pripadné jiné miry kvality toho, jak dobfe nalezena
funkce vystihuje soubor dvojic (II1.42). Takovou, v tomto piipadé nejéastéji uddvanou, mirou je
korelacni koeficient

N Yl ey — S @ Sl b
L D1 Tili — it Ti i1 Y . (I11.44)

VIN SN 22— (SN )N SN 02— (5N, 5]

Defini¢éni rovnice (I11.44) je jednoznacnym ptedpisem, jak z hodnot (II11.42) r spocitat. Korelace je
mirou vzajemné svazanosti dvou nahodnych jevi; jsou-li ndhodné jevy zcela nezavislé, je korela¢ni
koeficient nulovy, r = 0, jsou-li ndhodné jevy zcela zavislé je korela¢ni koeficient roven jedné; r = 1.
V uvazovaném piipadé prokladdni nameéfenych bodu (I11.42) funkéni zévislosti y = f(z) znamend
hodnota korela¢niho koeficientu r = 1, ze vSechny body [x;,y;] pfesné lezi na kiivce odpovidajici
funkci y = f(z). Odchylka 7 od hodnoty 1 je mirou rozptylu bodu kolem funkéni kiivky.

Tuseni dalsich podminek, kterou se tuloha najit tvar funkce (I11.43) z naméfenych hodnot (I11.42)
stava tesitelnou, se uziva pii grafickém zpracovani ulohy. Uzivame pii ném zpravidla pravouhly
soutadnicovy systém, do néhoz vyneseme N bodu odpovidajicich dvojicim hodnot (I11.42). Na vodor-
ovnou osu (osu tsecek) nandsime hodnoty x; nezdvisle proménné veli¢iny a odpovidajici hodnotu y;
vyneseme na svislou osu (osu poradnic). Pfi kresleni graft je tieba dodrzet formalni pozadavky uve-
dené v ¢dsti I.D. na str. 9-10 téchto skript. Na nakresleném grafu (viz obr. 111.4) bude soubor bodu
v roviné, kterymi zkusSeny fyzik prolozi kiivku a zavislost vyjadrenou touto kiivkou dale diskutuje,
pricemz predevsim hleda priciny naméreného prubéhu.

y
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Obr. II1.4. Kiivka prolozena naméirenymi body
Dulezité je, ze prolozi-li stejnymi body kiivku jiny zkuseny fyzik, obé ziskané kiivky se budou

velmi maélo lisit. Oba totiz intuitivné tusi podminky, které je nutno pfi prolozeni dodrzet, napf. ze
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experimentalni body maji byt vyvazené rozlozeny kolem kiivky, ze kiivka ma byt piimérené hladka,
ze ma ponékud, ale ne mnoho, presahovat obor, kde byla stanovena hodnota nezavisle proménné.
Kvantifikovat a pfevést tyto intuitivni zkuSenosti do matematicky pfesné formulované tlohy, jak
nejvhodnéji prolozit kiivku danymi body, je velmi obtizné. V dale uvedenych metodach teseni této
tlohy (metoda nejmensich ¢tvercu, metoda skupinova, regrese) je totiz vzdy nutno predpoklddat,
jaky funkéni tvar (zda je to piimka, exponenciela, polynom n-tého stupné) ma hledana kiivka, coz
pri intuitivnim prolozeni namérenych bodut nutné neni. Proto intuitivni metoda prolozeni zustane
¢asto uzivanou metodou prezentace experimentalné ziskanych vysledku, zvlasté ve fazi vyzkumu, kdy
jesté neni znam teoreticky podlozeny funkéni tvar zavislosti. I tuto intuitivni metodu pocitacové pro-
gramy uzivané pro kresleni grafu simuluji zavadénim ruznych vyrovnavacich programu na prokladani
namérenych bodu kiivkami. Tyto programy jsou vSak interaktivni a uzivatel nakonec podle své in-
tuice — podle toho, jak se mu prolozeni libi — vybere program a nastavi v ném parametry.

Mame-li rozumny duvod predpokladat funkéni tvar mérené zavislosti, napt. linearni zavislost Al
na I pii méfeni modulu pruznosti (dl. ¢. 2) nebo exponencidlni zavislost odporu termistoru na
teploté uvazovanou v ul. ¢. 9, muzeme pii zpracovani souboru naméfenych dvojic hodnot (I11.42)
uzit nékterou objektivni metodu (vyse popsand intuitivni metoda je subjektivni) nalezeni parametru
predpokladaného funkéniho tvaru zavislosti. Tyto metody vychazeji z predpokladu, ze nejlepsim
prolozenim je takova kiivka, pro kterou soucet ¢tvercu odchylek Ay; namérenych bodu od funkéniho
prubéhu je nejmens;

N

> (Ay;)? je minim4lni. (I11.49)

i=1
Vyjde-li se pfimo z tohoto predpokladu, mluvime o metodé nejmensich étverci. Pouzijeme-li jistého
zjednoduseni spocivajictho v tom, ze soubor namétenych dvojic rozlozime do nékolika skupin, s
kterymi potom déle hledame nejmensi odchylky, mluvime o metodeée skupinové. Zpracovavat zavislosti
je téz mozno metodou postupnych mérent, pii kterych lze téz hledat numericky stupen derivace, ktery
je konstantni, a tak z méfeni ur¢it (nejednoznacné) stupen polynomu, kterym je vhodné prolozit
nameéiené body. Teorie uvedenych metod je obtizna a jejich aplikace pracna. Blize se s nimi lze
seznamit v knihach [1], [2], [3]. Zde pouze nazna¢ime postup metody nejmensich ¢tvercu pii prokladént
namétenych bodu (I111.42) [z;, y;] piimkou y = A+ Bz, tedy postup, ktery se nazyva linedrni regrese.

Pii pouziti metody nejmensich ¢tvercu na linedrni regresi bodu (I11.42) postupujeme nasledovneé.
Nejprve uréime odchylky Ay, funkénich hodnot y prokladané primky

y=A+Buz (I11.46)

od namétenych hodnot y;;
Ay=y—vyi=A+Bx;, —vy; . (I11.47)

Na souéet étvercti odchylek Ay; aplikujeme podminku (II1.45). Soucet étvercii odchylek SN (Ay;)?
je funkei dvou proménnych A, B; N  (Ay;)? = f(A, B). Tuto funkci dostaneme, kdyz umocnime na
druhou rovnice (II1.47) a sec¢teme je;

N N

> (Ay)? = f(A,B) = B* Y (x:)*+N A2+§N:(yi)2+2AB EN:xi—ZBixiyi—QA EN:y . (IIL.48)

i=1 =1 i=1 =1 i=1 =1

of of

51 55 budou rovny nule. Z

Extrém funkce, zde minimum, nastane, kdyz jeji parcialni derivace

(II1.48) dostaneme
af
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Polozime-li tyto partialni derivace rovny nule, dostaneme dvé rovnice pro dvé neznamé A, B a jejich
feSenim ziskame pro A a B vyjadieni

Sw)? Ny — Y wiy L yi— B Y
N ()2 = () N 7

N Y wyy — 2y D

N Y(xi)? = (Z ;)

Ziskame tak poradnici A a smérnici B piimky y = A+ B x (I11.26), kterd nejlépe prokladd namérené
body (I11.42). Vzorce (II1.50) jsou uzity pii linedrni regresi programované v kalkulatorech a modi-
fikovany pro dalsi regrese (logaritmickou, exponencialni, mocninnou), které jsou také vlastné linedrnimi
regresemi v modifikovanych proménnych.

Z praktického hlediska je dulezité, ze hlavni metody prolozeni jednoduchych kiivek namérenymi
body — souborem dvojic hodnot (II1.42) — patii k programovému vybaveni lepsich kalkulatoru a
pocitacovych programu pro zpracovani vysledki méfeni. Pro metody prokladani se uziva oznaceni
regrese a v kalkulatorech je najdeme ve statistickém médu. Programy jsou uzpusobeny tak, ze do nich
vlozime dvojice hodnot (I11.42) a podle zvoleného typu regrese dostaneme hodnoty parametru funket,
kterymi zavislost prokldaddme a hodnotu korelaéniho koeficientu (111.46), ktery vystihuje, jak dobte
ziskand funkce experimentalni body proklada. Programy davaji i nékteré dalsi charakteristiky pii
regresi zpracovavaného statistického souboru, napt. kriticky koeficient (critical coefficient), ktery je
¢tvercem hodnoty korelacniho koeficientu r. Kalkulatory udavaji hodnoty vSech regresnich konstant
na pocet mist dany jejich konstrukei. I zde vsak samozremé plati, ze smysluplny je pouze pocet mist
stanoveny podle vyse uvedenych pravidel. Proto je nutno pii prepisu z kalkulatoru ziskané hodnoty
vhodné zaokrouhlit.

A= (111.50)

B:

V kalkulatorech byva dostupna

e [inedrni regrese prokladajici namétené body ptimkou y = A+ Bz

e [ogaritmickd regrese prokladajici namérené body zavislosti y = A+ B Inx
e cxponencidlni regrese prokladajici naméiené body zavislosti y = A eB*

e mocninnd regrese prokladajici namérené body zavislosti y = A z?

Ve viech vztazich je A oznac¢ovén jako konstantni ¢len (constant term) a B jako regresni koeficient
(regression coefficient).

Dostupnost regresnich programu ¢ini z drive velmi pracného objektivniho prokladéani namérenych
kiivek funkénimi zavislostmi uzite¢nou a rychlou metodu zpracovani mérenych zavislosti dvou velicin,
lze-1i predpokladat, ze zavislost ma podobu nékteré shora uvedenych funkei.
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